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CAPITOLUL 1. PROPRIETĂğI GENERALE ALE SPAğIILOR 
TOPOLOGICE 

1.1. DefiniĠia spaĠiului topologic. Exemple. NoĠiunea de vecinătate úi de punct 
interior pentru o mulĠime 

DefiniĠia 1.1.1. Fie X  o mulĠime nevidă. O familie W  de submulĠimi ale lui X  se 
numeúte topologie dacă satisface condiĠiile: 

01 ) , X W� � ;  
02 ) Pentru orice familie de indici I  cu , ,D ID W D� � � avem: ;

I

DD
D

W
�

�*  

03 ) Dacă ,A B W� , atunci A B W� � . 
Elementele lui W  se numesc mulĠimi deschise. 

ObservaĠia 1.1.2. 
a) Din condiĠia 03 )  rezultă imediat, prin inducĠie, că pentru orice familie

finită � �1i i nD
d d

 cu , 1, ,iD i nW� �   avem:  

1

n

i
i

D W
 

�� .

b) După cum vom vedea, intersecĠia unei familii infinite de mulĠimi deschise
nu este, în general, o mulĠime deschisă. 

Exemplul 1.1.3. Fie X  \ . Definim pe \  următoarea topologie W : A W�  dacă 
este îndeplinită una din condiĠiile: 

i) A  � ;
ii) Dacă A z� , atunci x A� � , 0r� !  astfel încât � �,x r x r A� � � .

Să verificăm cele trei condiĠii din definiĠia unei topologii: 
1) , X W� � , evident;
2) Fie � � IDD D

W
�
�  úi fie 

I

x DD
D�

�* .

Atunci 0 ID� �  cu 
0

x DD� , deci 0r� !  astfel încât � �
0

,x r x r DD� � � , de unde 

deducem că � �,
I

x r x r DD
D�

� � �* , adică
I

DD
D

W
�

�* .

3) Fie ,A B W� . Dacă A B�  �  atunci A B W� � .
Presupunem că A B� z�  úi fie x A B� � . 
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x A�  úi 1 0A rW� �� !  astfel încât � �1 1,x r x r A� � � . 
x B�  úi 2 0B rW� �� !  astfel încât � �2 2,x r x r A� � � . 
Fie � �1 2min ,r r r . Atunci  
� �,x r x r A� � � , � �,x r x r B� � � , deci � �,x r x r A B� � � �  de unde deducem 
că A B W� � . 

Exemplul 1.1.4. Fie X  ^ ; definim pe ^  topologia W  în felul următor: A W�  
dacă  

i) A  �  sau ii) dacă A z� , z A� � , 0r� !  astfel încât y� �^  cu
y z r� � , avem y A� . 

Se verifică, similar cu exemplul 1.1.3., că mulĠimile A W�  astfel definite, 
satisfac condiĠiile de definiĠie ale unei topologii. 

DefiniĠia 1.1.5. Fie , , ,a b c d �\  cu a b� , c d� . Produsul cartezian 
� � � � � � � � � �^ `, , , , , ,a b c d x y x a b y c du  � �  se numeúte interval bi-dimensional
deschis. 

Figura 1.1 

Mai general, în n\ , pentru i ia b� , ,i ia b �\ , 1,i n , mulĠimea 

� � � � � � � �1 1 2 2
1

, , , ... ,
n

n i i n n
i

I a b a b a b a b
 

  u u u�  se numeúte interval deschis n -

dimensional. 

Exemplul 1.1.6. Fie nX  \ . Pe n\  definim următoarea topologie W : A W�  dacă 
i) A  �  sau ii) dacă A z� , x A� � , nI�  (interval deschis n-dimensional) astfel 
încât nx I A� � . 
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Figura 1.2 

(W  se mai numeúte topologia naturală pe n\ ). 

Exemplul 1.1.7. Fie ^ `, ,X XWz �  � . Se verifică uúor că W  este o topologie, 
numită topologia indiscretă (sau grosieră) a lui X . 

Exemplul 1.1.8. Fie � �,X XWz �  P  (mulĠimea părĠilor lui X ). Atunci W  este o
topologie pe X , numită topologia discretă a lui X . 

ObservaĠia 1.1.9. Din exemplele 1.1.7., 1.1.8. vedem că pe o mulĠime dată putem 
construi mai multe topologii. În paragraful 1.6 vom vedea cum pot fi comparate 
două sau mai multe topologii pe aceeaúi mulĠime. 

Exemplul 1.1.10. Fie X  ` . Pe `  construim următoarea topologie W : A W�  dacă 
i) A  �  sau ii) dacă A z� , A z `  atunci p A� � , p  este număr prim; sau
iii) A  ` .
Verificăm cele trei condiĠii de definiĠie a unei topologii: 
1) , W� �` , din construcĠie;
2) Fie � � IDD D

W
�
� . Dacă 0 ID� �  cu 

0
DD  ` , atunci 

I

DD
D

W
�

 �`* .

Dacă ,I DDD� � z `  atunci: 
2.1. Dacă ,J J I� z � �  astfel încât ,D JE E� z z � �`  úi , \ ,D I JD D � � �  
atunci: 

I J

D DD E
D E� �

 * *
úi fiecare mulĠime DE  este formată numai din numere prime, deci 

J

DE
E�
*  este

formată numai din numere prime. Rezultă atunci  

I J

D DD E
D E

W
� �

 �* * .
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2.2. Dacă ,D ID D � � �  atunci .
I

DD
D

W
�

 ��*       

3) Fie , .A B W�
3.1. Dacă ;A B A B W�  �� � �  
3.2. Dacă A B� z� , distingem cazurile: 

3.2.1. ;A B A B W  � �  �` `  
3.2.2. ,A B A B B W z � �  �` `  (similar pentru ,A Bz  ` ` );  
3.2.3. ,A B z` , atunci A B�  va conĠine numerele prime comune lui A  

úi B , deci A B W� � . 

Exemplul 1.1.11. Fie X z� . Definim pe X  următoarea topologie W : A W�  dacă 
i) A  �  sau ii) dacă A z� , atunci \X A  este finită sau vidă. Să probăm că W
este o topologie: 
1) W��  (din construcĠie), iar dacă A X , \X A  � , deci X W� ;
2) Fie � � IDD D

W
�
� . Dacă ,I DDD� �  � , atunci 

I

DD
D

W
�

 ��* . Dacă 0 ID� �  cu 

0
DD z � , atunci 

0
\X DD  este finită sau vidă; cum 

0
\ \

I

X D X DD D
D�

§ ·
�¨ ¸

© ¹
* , deducem 

că \
I

X DD
D�

§ ·
¨ ¸
© ¹
*  este finită sau vidă, deci

I

DD
D

W
�

�* .

3) Fie ,A B W�  cu A B� z� . Notăm cu AC  (respectiv BC ) mulĠimile \X A
(respectiv \X B ) adică complementarele lui A  úi B . 
Avem că  

� � � � � �A B A B�  �C C C
Dar ,A Bz � z � , deci AC  úi BC  sunt finite sau vide, deci � � � �A B�C C  este
finită sau vidă. ObĠinem deci: 

A B W� � . 

DefiniĠia 1.1.12. Dacă X z�  úi W  este o topologie pe X , atunci perechea � �,X W  
se numeúte spaĠiu topologic. 

DefiniĠia 1.1.13. Fie � �,X W  un spaĠiu topologic. 
a) Fie ,x X V X� �  spunem că V  este o vecinătate a lui x  dacă D W� �  cu

x D V� � . 
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Figura 1.3 

MulĠimea tuturor vecinătăĠilor lui x  se notează xV .
b) Fie A X� , V X�  spunem că V  este o vecinătate a lui A  dacă D W� �

cu A D V� � . Vom nota cu AV  mulĠimea tuturor vecinătăĠilor mulĠimii A .

Teorema 1.1.14. Fie � �,X W  un spaĠiu topologic úi A X� . Sunt echivalente 
afirmaĠiile: 

1) A W� ;
2) , xx A A� � �V .

DemonstraĠie. 
1) 2)�  Cum A W� , avem x A A� � , deci xA�V .
2) 1)� , xx A D W� � � �  cu xx D A� � . Atunci, evident, x

x A

A D
�

 *  úi, din a doua

condiĠie din definiĠia unei topologii, rezultă A W� . Ŷ 

ObservaĠia 1.1.15. Teorema 1.1.14. afirmă că o mulĠime nevidă este deschisă dacă 
úi numai dacă este vecinătate pentru orice punct al său. 

DefiniĠia 1.1.16. Fie � �,X W  un spaĠiu topologic, A X� , x X� . Spunem că x  este 
punct interior al mulĠimii A  dacă xA�V .
MulĠimea ^ `este punct interior al lui Å x X x A �  se numeúte interiorul lui A .

PropoziĠia 1.1.17. Fie � �,X W  un spaĠiu topologic, A X� z � . Atunci 
D
D A

Å D
W�
�

 * .

DemonstraĠie. 
i) Fie x xx Å A D W� � � �� �V  cu x

D
D A

x D A Å D
W�
�

� � � � * .
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ii) Fie acum
D
D A

x D
W�
�

�* , deci xA�V , de unde x Å� . Aúadar .
D
D A

D Å
W�
�

�* Ŷ 

Exemplul 1.1.18. Fie X  \ , W  topologia definită în exemplul 1.1.3. Fie 
^ ` > �1 2,3 .A  �  Să determinăm Å . 

Figura 1.4 

Pentru � �2,3x� , 0r� !  astfel încât � � � �, 2,3x r x r� � � . Rezultă 
� �,x x r x r� � � � � �2,3 A� � . Dar, din exemplul 1.1.3. rezultă că orice interval de 

tipul � �,x r x r W� � �  (pentru că se poate conĠine pe el însuúi!). Deducem că 

xA�V , deci x Å� . Fie acum 2x  úi vom proba că 2 Å� . Să presupunem prin
absurd că 2 Å� , deci 2A�V , adică D W� �  cu 2 D A� � . Atunci, 0r� !  astfel încât
� �2 ,2r r D A� � � �  fals, deoarece � �1,2 ,y y A� � � . Aúadar 2 Å�  úi, analog, 
1 Å� . Deducem că � �2,3Å  . 

Exemplul 1.1.19. Fie 1A n
n


­ ½ �® ¾
¯ ¿

` . Arătăm că Å  � . 

Să presupunem prin absurd că k 
� �`  cu 1 Å
k
� , deci 1

k

A�V ; ca úi în exemplul

1.1.18., ar rezulta că 0r� !  astfel încât 1 1,r r A
k k

§ ·� � �¨ ¸
© ¹

, ceea ce este fals, 

întrucât 1 1,
1

y
k k

§ ·� �¨ ¸�© ¹
, y A� . 

Figura 1.5 


