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INTRODUCERE

In prima sectiune a capitolului intdi sunt prezentate
rezultate generale ale teoriei categoriilor. In sectiunea a doua a
primului capitol este datd o versiune a teoremei lui Gabriel-
Popescu.

Teorema Gabriel-Popescu aratd apropierea unei categorii
Grothendieck fatd de o categorie de module. Reamintim ca
pentru teorema Gabriel-Popescu se cunosc 3 demonstratii pana
in prezent.

Prima e data de Gabriel-Popescu in C.R.Acad.Sci.Paris, a
doua demonstratie este datd de M.Takeuchi in anul 1971 si a
treia demonstratie este datd de B.Mitchell, demonstratie ce se
bazeazd pe un rezultat dat de Grothendieck A. in Tohoku
Math.(1971). In lucrarea lui Grothendieck se demonstreazi
direct ca o categorie Grothendieck are suficiente obiecte
injective. Bazat pe acest rezultat, Mitchell prezintd o
demonstratie foarte scurtd. Demonstratiile precedente nu
folosesc acest rezultat, dar in schimb acesta devine o
consecinta a teoremei lui Gabriel-Popescu.

In capitolul al doilea sunt prezentate rezultate clasice de
algebrda omologica (module proiective si injective, rezolutii

proiective si injective, constructia functorilor derivati). Aceste



rezultate sunt utilizate n capitolul urmator pentru a defini si
studia proprietatile coomologiei Hochschild ale unei algebre
peste un corp cu coeficienti Intr-un bimodul. Cu ajutorul
coomologiei Hochschild se definesc algebrele separabile ca
fiind acele algebre de dimensiune Hochschild zero. Sunt
prezentate pe scurt proprietdtile acestora cum ar fi spre
exemplu teorema Zelinsky, in care se demonstreaza ca orice
algebra separabila este finit dimensionala.

In partea a doua a tezei se studiaza proprietiti omologice
ale categoriilor K —liniare asemanatoare celor prezentate
pentru cazul algebrelor asociative. Categoriile K — liniare pot fi
privite ca generalizari naturale ale algebrelor asociative
(algebrele asociative sunt categorii K —liniare cu un singur
obiect). Aceste categorii joaca un rol extrem de important in
numeroase domenii ale matematicii si ale fizicii-matematice.
Spre exemplu, categoriile K —liniare sunt importante in teoria
reprezentdrilor algebrelor finit dimensionale.

In capitolul al patrulea sunt prezentate notiunile
fundamentale ale teoriei categoriilor K —liniare (categoria
(bi)modulelor peste o categorie K —liniard), precum si unele
constructii necesare in demonstrarea rezultatelor noastre. Din
punct de vedere omologic, categoriile K —liniare si algebrele
asociative au proprietdti asemdnatoare, foarte important fiind
faptul ca pentru orice categorie K —liniard categoria ei de
module este abeliand si are suficiente obiecte proiective si

injective. Acest lucru ne permite sd aplicam teoria functorilor
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derivati definiti pe categorii de module asociate unei categorii
K —liniare. In particular se poate defini o teorie de coomologie
analogd coomologiei Hochschild si care in acest caz poartd
numele de coomologia Hochschild-Mitchell.

In capitolul al cincilea sunt introduse, prin analogie cu
cazul algebrelor asociative, categoriile K —liniare separabile.
Prin definitie o categorie K —liniara este separabild daca
coomologia sa Hochschild este triviala in grad pozitiv. Tot aici
prezentam o serie de caracterizri echivalente ale categoriilor
K —liniare (Teorema 5.1) si demonstram wuna dintre
proprietdtile importante ale acestora si anume cd ele sunt
categorii local finite (analogul Teoremei Zelinsky pentru
categorii K —liniare). Ca aplicatii ale celor doud rezultate
amintite sunt studiate conditii necesare §i suficiente pentru ca
liniarizata unui grupoid si a unei categorii delta sa fie
separabild. In cazul grupoizilor se obtine o caracterizare a
separabilitatii de tip Maschke iar in cazul unei categorii delta
separabilitatea este echivalentd cu faptul cd aceasta categorie

este discreta.



CAPITOLUL I

SECTIUNEA 1 - PRELIMINARII

In acest capitol se prezinti rezultate clasice din teoria
categoriilor si in mod special din teoria categoriilor abeliene.

Presupunem  cunoscute  notiunile de  categorie,
subcategorie, monomorfism, epimorfism, izomorfism, functori
covarianti (contravarianti).

Vom prezenta cateva exemple de care vom avea nevoie in

cele ce urmeaza.

1. Fie @ o categorie si 4 un obiect fixat din @. Definim
functorul covariant 4*: ©— Ens astfel:

Dacd M este un obiect din @, h*(M )= Hom. (A4,M), iar
pentru un morfism u:M —> N din ¢, aplicatia de la
h'(M)— h"(N) este definitd prin A" (u)(&)=ucé,Eeh’(M).

Se defineste functorul contravariant #,:‘©— Ens astfel:
h,(M)=Hom.(M,A), h,(u):h,(N)—>h, (M) este aplicatia

g—)gou,gehA(N).
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2. Fie R un inel. , @ este categoria modulelor la stanga,
‘@,este categoria modulelor la dreapta peste inelul R.
Functorul 7: @, x , ©@— Ab, care asociaza obiectului (M,N)
din @, x , @grupul T(M,N)=M ®, N si pentru un morfism
(u,v) de la obiectul (M,N) in obiectul (M N '), atunci
T(u,v)=u®v, numit functorul produs tensorial.

3. Fie R un inel, Ae @, fixat. Functorul 7,: , @
— Ab,T,(X)=A4A®, X, si pentru un morfism de R-module
u:X—->Y, T, (u) =1, ®u. Acest functor se noteazd cu 4A®, -

Analog, daca B este un R—modul stang fixat, se defineste

functorul -®, B de la categoria @, in categoria Ab.

4. Fie ¢:R— S un morfism de inele. Functorul ¢,: ;@
— , @ ce asociazd unui obiect M € ; ©

R—-modulul ce se obtine prin restrictia scalarilor, iar
pentru un morfism u:M — N din (@, atunci (o*(u)zu , se

numeste functorul restrictia scalarilor.

Compunerea functorilor
Se considera categoriile .7 28, ‘@ si functorii F: .7 — 4,
G: 28— ‘¢. Functorul H:.7— @ definit astfel: pentru un

obiect M din .7, H(M)= G(F(M)) , iar pentru un morfism
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u:M —N din .7, H(u)=G(F(u)) se numeste compunerea

functorilor F si G.

Morfism functorial
Se considera doud categorii ¢, ¢4 si functorii covarianti
F,G: ©— ). S-a dat un morfism functorial ¢:F — G daca
pentru orice obiect din ¢ s-a dat un morfism
@(M):F(M)— G(M) astfel incat daca u:M — N, urmatoarea
diagrama este comutativa:
F(M) —0 G(M)
IF (u) J G(u)
F(N) — G(N)
Dacid pentru orice M din ‘@, (M) este izomorfism, vom
spune ci ¢ este un izomorfism functorial. In acest caz vom

scrie F'=G. Analog se defineste morfismul functorial pentru

functori contravarianti.

Compunerea morfismelor functoriale

Fiind dati trei functori F,G,H de la categoria ‘@ In &4 si
doua morfisme functoriale ¢:F — G,y :G — H _ Pentru fiecare
obiect M e @ definim morfismele O(M)=y(M)op(M),
Acestea definesc un morfism functorial 6:F — H  notat prin

O=yoqp,
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